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考虑离心膨胀的双级串联轴承油膜刚度和阻尼
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摘 要：轴承的弹流润滑状况与其动态性能有着密切的关系，对轴承弹流润滑特性的精准计算

是轴承转速分析及可靠性设计的关键。为探究双级串联轴承的油膜刚度和阻尼特性，建立了

考虑离心膨胀效应后的双级串联轴承拟静力学与弹流润滑分析模型，即离心膨胀影响模型，分

析了离心膨胀效应对双级串联球轴承油膜刚度和阻尼的影响规律。研究结果表明：双级串联

轴承一、二级轴承的内接触油膜刚度和阻尼随转速的增加而减小；考虑离心膨胀后，油膜刚度

有所增加，阻尼减小，且变化率的幅度随转速增加而增大。在邻近高速工况时，考虑离心膨胀

的因素能提高计算精度，而一旦转速达到高速区域，离心膨胀效应的影响几乎是不可忽略的。
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Abstract：The elastohydrodynamic lubrication of ball bearings is closely related to its dynamic performance.
The accurate calculation of bearing elastohydrodynamic lubrication is the key to bearing speed analysis and
reliability design. In this paper， the quasi-statics and elastohydrodynamic lubrication analysis model
considering centrifugal expansion was established，that is，the influence model of centrifugal expansion.
The influence of centrifugal expansion effect is analyzed. The results show that the stiffness and damping of
the inner contact oil film decrease with the increase of the rotating speed；Considering the centrifugal
expansion，the stiffness of the oil film increases and the damping decreases，and the amplitude of the
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change rate increases with the increase of the rotating speed. When the speed is close to high speed，the
calculation accuracy can be improved by considering the centrifugal expansion. However，once the speed
enters the high-speed region，the effect of centrifugal expansion can hardly be ignored.
Key words： mechanical design manufacturing and automation； double-decker ball bearing；
elastohydrodynamic lubrication；centrifugal expansion；quasi-statics

0 引 言

球轴承在精密旋转机械中有重要的作用［1］，

为提高轴承的极限转速，目前国外的新型轴承中

已出现多级轴承结构。其中，双级串联轴承作为

多级轴承的一个特例，目前是研究的重要对象，该

种类型轴承也常被称为“双层轴承”。Anderson［2］

提出了双级串联轴承设计思想，该结构自提出以

来，很多学者开展了相关研究；Prashad［3-7］对其转

速分配理论、阻尼、刚度、温度特性等方面进行了

一系列的研究。我国学者也开展了大量研究工

作，例如：双级串联轴承刚度和摩擦力矩特性研

究［8］；高速及有载荷状态下的力学模型研究［9］；运

动学［10］、热学模型［11］和载荷分布研究［12］，同时还

开展了新型结构的双级串联轴承相关特性分

析［13-15］，并对转速分配进行了研究［16］。

求解双级串联轴承的油膜刚度和阻尼特性需

借助弹流润滑理论。近年来，许多学者对传统单

级轴承的弹流润滑特性及油膜刚度方面进行了相

关研究。Wu等［17］研究了低速重载条件下球轴承

弹流润滑的性能；Wang等［18］研究了热弹流润滑

对球轴承的影响；史修江［19］建立了苛刻复杂工况

下的球轴承拟动力学和热弹流润滑耦合分析模

型；吴明星等［20］提出了一种考虑自旋的球轴承油

膜刚度的计算公式；Zhang［21］对油膜刚度进行了

分析和数值研究；Bizarre等［22］对不同加载条件下

球轴承刚度和阻尼的等效参数进行了计算；Lei
等［23］建立了考虑轴承的表面粗糙形貌、热效应等

因素的油膜刚度模型。

从以上研究可知，相比传统的单级轴承，目前

对于双级串联轴承的研究相对较少。对考虑离心

膨胀效应对双级串联轴承的油膜刚度和阻尼的影

响鲜有报道。早有研究表明离心力对轴承产生软

化效应［24］，随着转速的提高，离心力的作用将使

轴承内圈的应力重新分布并发生弹性变形，产生

离心膨胀现象，改变轴承的动态特性，从而影响弹

流润滑性能，进而对刚度和阻尼产生影响。已有

研究表明［25］，随着温度的升高，轴承滚珠和内外

圈的最大热弹性变形与最小油膜厚度具有相同数

量级，为了准确计算油膜刚度和阻尼特性，考虑离

心膨胀的因素很有必要。

本文建立了考虑离心膨胀效应的拟静力学与

弹流润滑分析模型，即离心膨胀影响模型，对比分

析了考虑离心膨胀率前后对油膜刚度和阻尼的影

响趋势，为油膜刚度和阻尼的精准计算提供了理

论依据，为双级串联轴承的高速性能及转速传递

特性的探究提供了理论铺垫。

1 数学模型

1. 1 考虑离心膨胀的双级串联球轴承拟静力学

修正模型

1. 1. 1 离心膨胀的计算

轴承在高速运转时，内圈随着轴的旋转产生

离心力，会导致轴承发生离心膨胀变形。由弹性

力学可知，由于球轴承内圈的宽度通常比直径小

很多，故可将轴承的内圈等效为薄壁圆环，因此轴

承内圈由于离心膨胀引起的位移为［26］：

ψR =
ρ̄ω2

32E dm [D
2
ii ( 3+ ν )+ d 2m ( 1- v ) ] （1）

式中：ψR 为离心膨胀变形；ρ̄为内圈密度；ω为轴

承角速度；dm为轴承节径；D ii为轴承内径；E为弹

性模量；v为泊松比。

1. 1. 2 双级串联轴承的几何约束方程

为简便分析，将双级串联轴承几何关系分为

一、二级两部分，图 1为在径向载荷和轴向载荷

下，一、二级轴承受载前后在第 m和 n个滚珠处的

内外圈曲率中心和滚珠中心之间的相对位置关

系［27］。受载后，双级串联轴承的二级轴承的外圈

固定在轴承座上，故可认为其滚道曲率中心位置

O o2n 受载前后不发生变化，其内圈的滚道曲率中

心位置由O o1n变为O ′o1n，二级滚珠中心位置由O obn

变为 O ′obn；一级轴承外圈由 O i2m 变为 O ′i2m，一级轴

承内圈由O i1m变为O ′i1m，一级滚珠中心位置由O ibm

变为O ′ibm，其几何关系为：
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-

( )f i2-0.5 D ib
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2
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2
-

( )f i1-0.5 D ib

λo2n= A o1n
2+B o1n 2 -( )fo2-0.5 D ob

λo1n= ( )A o2n-A o1n
2
+( )B o2n-B o1n

2
-

( )fo1-0.5 D ob

（3）
式中：α i0、αo0 为初始接触角；α i1m、α i2m、αo1n、αo2n 为

内、外圈接触角；f i1、f i2、fo1、fo2为内、外圈沟曲率半

径系数；φ im、φ on 为位置角；Δ ir、Δ or、Δ ia、Δ oa 为径向

和轴向游隙；λ i1m、λ i2m、λo1n、λo2n为接触变形；λ ir、λor、
λ ia、λoa为径向和轴向位移；X i、X o为不受载荷时滚

道曲率中心之间的距离；A i1m、B i1m、A o1n、B o1n为内、

外圈曲率中心与球中心之间的轴向投影和径向投

影；B i2m、B o2n、A o2n、A i2m 为内圈和外圈的曲率中心

之间的轴向和径向投影。

双级串联轴承各滚珠分别受到与其相接触的

内、外圈的接触力，离心力和由陀螺力矩所引起的

切向力，其受力平衡方程详见文献［27］。

1. 1. 3 双级串联轴承中圈转速的计算

双级串联轴承相比传统的单级轴承来说，最

大的特点在于内圈和中圈的转速分配，其内圈和

中圈转速的关系如下［16］：

nm =
D ip

4.5

D ip
4.5 + D op

4.5 n i （4）

式中：D ip为一级轴承的节径；D op为二级轴承的节

径；n i为输入的转速；nm为中圈的转速。

1. 1. 4 考虑离心膨胀后的拟静力学公式

考虑离心膨胀后，主要影响受载后双级串联

轴承的内外环的沟曲率中心距离在径向的投影，

考虑离心膨胀后的拟静力学公式为：

{B i2m= X i cos α i0 + ( )λ ir - Δ ir cos φ im+ ψR1

B o2n= X o cos αo0 + ( )λor - Δ or cos φ on+ ψR2
（5）

式中：ψR1为一级轴承的离心膨胀量；ψR2为二级轴

承的离心膨胀量，将式（4）代入式（1）中，可得 ψR1
和 ψR2的值。

1. 2 弹流润滑分析模型

求解点接触的弹流润滑状态需联合求解雷诺

方程、密压方程、粘压方程和载荷平衡方程［28］。

1. 2. 1 雷诺方程

∂
∂x

é

ë
ê
ê( ρη )

e
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ù
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∂
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ù
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ú = 12U e

∂
∂x (ρ

∗
x h)

（6）
式中：p为内、外圈与滚动体间的油膜压力；U e为

速度；h为油膜厚度；η为润滑油的粘度；ρ为润滑

油的密度；( ρη )
e

、ρ∗x为等效当量。

1. 2. 2 油膜厚度方程

h ( x，y，t )= h0 ( t )+
x2

2Rx
+ y 2

2Ry
+

2
πE′∬

p ( x′，y′，t )
( x- x′)2 +( y- y′)2

dx′dy′ （7）

图 1 一、二级轴承第 m和第 n个球的球心与

沟道曲率中心的几何关系图

Fig. 1 Geometry relations between mth and nth ball
center and curvature centre of raceway
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式中：E′为内圈和滚动体的综合弹性模量；h0为刚

体中心膜厚。

1. 2. 3 密压方程

ρ= ρ0 [1+ C 1 p/( 1+ C 2 p ) ] （8）
式中：ρ0 为润滑剂在室温的密度；C 1、C 2 为密压

系数。

1. 2. 4 粘压方程

η= η0 exp{ ( lnη0 + 9.67 )× [- 1+(1+
5.1× 10-9 p )z0 ]} （9）

式中：Z 0为粘压系数。

1. 2. 5 载荷平衡方程

∬
Ω

p ( x，y ) dxdy= w （10）

式中：w为载荷；Ω为接触 区域的面积。

将考虑离心膨胀因素的拟静力学结果代入到

弹流润滑计算部分，油膜刚度计算如下：

K oil =
dw
dh （11）

油膜阻尼计算如下［29］：

C oil =
Δw
U
= 1
U ∫

A

p ( x，y ) dxdy （12）

式中：Δw为阻尼力；U为速度；δ为变形；K oil为油

膜刚度；C oil为油膜阻尼。

1. 3 考虑离心膨胀效应的油膜刚度计算

如图 2所示，采用 Newton-Raphson法求解双

级串联轴承拟静力学模型，采用 Gauss-Seidel和
Jacobi相结合的松弛迭代法求解压力，多重网格

积分法求解弹性变形。

2 结果与分析

2. 1 双级串联轴承型号选择

本文使用的双级串联轴承的一、二级轴承型

号 分 别 选 用 71901C、71905C，具 体 参 数 如 表 1
所示。

2. 2 模型的验证

为验证本文程序的正确性，对比文献［30］实

验的干涉图和本文数值模拟的等值线图如图 3所
示 ，实 验 工 况 载 荷 为 32 N，接 触 压 力 为 503. 5
MPa，表面速度选择 0. 52、2. 53、5. 36、8. 08 m/s，
润滑油粘度为 0. 048 Pa·s。由图 3可知，数值模拟

图像与试验光干涉图像一致，呈现出典型的马蹄

形弹流润滑特征，数值模拟结果与实验结果相似。

图 4为实验和数值模拟的膜厚分布对比图。采用

GetData软件对文献数据进行提取，由于提取数

据时存在一定误差，故数值分析中采用与实验一

致的和相近的共 4组数据进行提取对比。因文献

中数据较密集，表面速度差异或是工况不完全相

图 2 数值分析流程图

Fig. 2 Flow chart of numerical analysis

表 1 双级串联轴承参数

Table 1 Parameters of double-decker ball bearing

参 数

球径/mm
初始接触角/（°）
球的个数

内圈沟曲率半径系数

外圈沟曲率半径系数

节径/mm

数值

71901C
3
15
17
0.515
0.515
18

71905C
4.25
15
21
0.525
0.525
33.5

图 3 实验干涉图与数值模拟等线图对比验证

Fig. 3 Comparison of experimental interferogram and
numerical simulation contour map

·· 1604



第 5 期 胡 晶，等：考虑离心膨胀的双级串联轴承油膜刚度和阻尼

同等原因，导致试验数据和数值模拟的结果稍有

偏差，但偏差不大，可验证本文程序的正确性。

2. 3 不考虑离心膨胀的双级串联轴承一、二级轴

承接触载荷分析

因双级串联轴承转速分配的原因，内圈、中圈

分配的转速比实际输入速度小，计算工况选取径

向力 Fr=200 N，轴向力 Fa=200 N，转速分别选

取 10 000、12 000、14 000、16 000 r/min进行分析。

图 5（a）为双级串联轴承一级轴承的滚珠与内外

圈接触处的接触载荷随转速变化的规律图，可见，

由于转速的存在，滚珠产生离心力，随着转速的增

加，一级轴承滚珠与内圈接触载荷逐渐减小，与外

圈接触载荷逐渐增大；图 5（b）为二级轴承内外接

触载荷随转速变化的规律图，可见，随着转速的增

加，二级轴承内圈接触载荷减小，外圈接触载荷增

加。由于双级串联轴承的转速由内圈和中圈同时

承担，此刻二级轴承相当于一个单级轴承，故一级

轴承参数变化量小于二级轴承的变化量。

图 5 双级串联轴承一、二级轴承滚珠与内外圈的

接触载荷随转速变化图

Fig. 5 Variation of contact load of double-decker ball
bearing with rotation speed

图 4 文献［30］和本文数值模拟膜厚的对比

Fig. 4 Comparison of film thickness in literature and

numerical simulation
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2. 4 不考虑离心膨胀的双级串联轴承一、二级轴

承接触应力分析

图 6（a）为双级串联轴承的一二级轴承的滚珠

与内外圈接触的接触应力随转速变化的规律图。

该图表明，随转速的增加，滚珠的离心力增大，一

级轴承的内圈接触应力随转速的增加逐渐减小，

外圈接触应力随转速的增加逐渐增大，但由于外

圈的曲率半径大于内圈曲率半径，接触面积相对

较大，故外圈接触应力小于内接触应力。因此，一

级轴承滚动体与外圈的润滑情况好于滚动体与内

圈的接触情况。由图 6（b）可知，随着转速的增加，

二级轴承的内圈接触应力逐渐减小，外圈接触应

力逐渐增大，但由于转速分配的影响，对二级轴承

的接触角变化影响很小，虽然外圈的曲率半径大

于内圈的曲率半径，但由接触角变化引起的椭圆

接触处的半长轴和半短轴的变化并不明显，故接

触载荷对二级轴承的接触应力影响较大。

2. 5 双级串联轴承一、二级轴承卷吸速度分析

图 7为双级串联轴承一二级轴承内外圈接触

的卷吸速度变化图，可见，随着转速的增加，一、二

级轴承内外圈接触的卷吸速度均增加，离心力的

作用下，一、二级轴承的滚珠与外圈接触的卷吸速

度大于滚珠和内圈接触的卷吸速度，由于转速分

配的影响，中圈转速低于内圈转速，故二级轴承的

卷吸速度小于一级轴承。

2. 6 考虑离心膨胀后双级串联轴承一级轴承内

圈接触载荷对比

由图 6可知，双级串联轴承一、二级轴承的滚

动体与外圈的润滑情况要好于滚动体与内圈的润

滑情况，受载最大的滚动体膜厚最小，故选取双级

串联轴承一、二级轴承的内圈接触作为分析对象，

研究考虑离心膨胀后对内圈接触油膜刚度和油膜

阻尼的影响。

图 8为考虑离心膨胀后双级串联轴承的一级

轴承内圈接触载荷的对比及变化率示意图，可知，

在 4种工况下，变化影响最大的滚动体变化率达

55%，随着转速的增加，离心膨胀效应对载荷的影

响越来越明显。这是由于随着离心膨胀的增加，

对轴承的动态性能产生影响变大。

图 6 双级串联轴承一、二级轴承滚珠与内外圈的

接触应力随转速变化图

Fig. 6 Variation of contact stress of double-decker ball
bearing with rotation speed

图 7 双级串联轴承一、二级轴承滚珠与内外圈的

卷吸速度随转速变化图

Fig. 7 Variation of entrainment velocity of double-
decker ball Bearing with rotation speed

·· 1606



第 5 期 胡 晶，等：考虑离心膨胀的双级串联轴承油膜刚度和阻尼

图 9、图 10为工况在 16 000 r/min，位置角为

0°的滚珠考虑离心膨胀前后的压力和膜厚对比

图，可知，考虑离心膨胀后的压力变化很小，几乎

可忽略，但考虑离心膨胀后的膜厚减小。

2. 7 考虑离心膨胀后双级串联轴承二级轴承内

接触载荷对比

图 11为考虑离心膨胀后的二级轴承内接触

载荷的对比和变化率的示意图，可知，随着载荷的

增加，变化率增加，离心膨胀效应对接触载荷的影

响增大，变化影响最大的滚珠变化率达 2. 7%，但

是由于转速分配的关系，中圈转速低于内圈转速，

离心膨胀对二级轴承的动态特性的影响相对一级

轴承不大，故二级轴承的接触载荷的变化率相对

一级轴承变化不大。

2. 8 考虑离心膨胀后双级串联轴承内接触油膜

刚度变化

图 12（a）（b）为考虑离心膨胀后的双级串联

轴承一、二级轴承内圈接触的油膜刚度对比图，可

知，随着转速的增加，一级轴承和二级轴承的油膜

刚度减小。这是因为随着转速的增加，轴承润滑

油膜膜厚增加，油膜刚度是载荷对膜厚求导，故随

着速度的增大，油膜刚度减小。考虑离心膨胀后，

随着速度的增加，热效应可以影响膜厚，温度的升

高降低了局部粘度，导致膜厚降低，在接触进口处

产生的非常高的润滑油剪切速率导致进口温度上

升，进口粘度下降，膜厚减少，故油膜刚度有所增

加。由图 12（c）（d）可知，当转速为 16 000 r/min
时，一级轴承的最大变化率达 5. 5%，对应的二级

轴承变化率为 0. 16%，二级轴承的变化率小于一

级轴承，故离心膨胀因素对一级轴承影响更大，但

二级轴承的油膜刚度大于一级轴承，这是由于双

级串联轴承转速分配的原因，二级轴承的转速低

于一级轴承的转速，二级轴承的膜厚小于一级轴

承，故二级轴承的油膜刚度变化率较一级轴承小，

且油膜刚度大于一级轴承。

2. 9 考虑离心膨胀后双级串联轴承内接触油膜

阻尼变化

图 13（a）（b）为考虑离心膨胀后的双级串联

图 9 16 000 r/ min转速下位置角为 0°的滚珠的

弹流润滑的压力图

Fig. 9 Pressure diagram of elastohydrodynamic
lubrication with a position angle of 0° at
16 000 r/min rotation speed

图 8 考虑离心膨胀后一级轴承内圈接触载荷对比

Fig. 8 Internal contact load comparison of inner
bearing consider of centrifugal expansion
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轴承二级轴承内圈接触的油膜阻尼对比，可知，一

级轴承的内圈阻尼比二级轴承的要小，这是由于

一级轴承的卷吸速度大于二级轴承，随着卷吸速

度的增加，接触区带入的润滑油增多，油膜厚度增

大，卷吸速度的影响增大，振动对压力的影响相对

减弱，故卷吸速度越大，油膜阻尼越小。随着转速

的增加，阻尼有所减小，这是因为阻尼计算为阻尼

力除以速度，阻力定义为速度引起的油膜载荷变

化量，故随着速度的增加，阻尼减小。考虑离心膨

胀后的阻尼减小，是因为考虑离心膨胀后的膜厚

减小，故阻尼减小。图 13（c）（d）为考虑离心膨胀

后的双级串联轴承一、二级轴承内圈接触的油膜

阻尼变化率的对比图，可知，随着转速的增加，变

化率越来越大，一级轴承在转速 16 000 r/min时，

阻尼最大变化率达 1. 24%，由于转速分配的原

因，同转速下二级轴承最大变化率仅为 0. 037%，

外圈变化率相比内圈小。离心膨胀的因素对二级

轴承的阻尼影响不大。

2. 10 双级串联轴承油膜刚度和阻尼变化率的

比较

轴承的高速性用 Dmn i 值评价（Dm 为轴承的

中 径），Abele 等［31］指 出 ，当 Dmn i 大 于 0. 5×106

mm ⋅ r/ min时，就称为高速，就应该考虑离心膨胀

的影响。为验证离心膨胀的影响，将转速扩至

36 000 r/min，计算一、二级轴承油膜刚度和阻尼

的最大变化率，为简洁表达减少冗余，一、二级轴

承 内 接 触 油 膜 刚 度 最 大 变 化 率 缩 写 为 IKmax、

OKmax，一、二级轴承内接触油膜阻尼最大变化率

缩写为 ICmax、OCmax，其计算数据如表 2所示。表 2
为不同转速下双级串联轴承内接触油膜刚度和阻

尼的数据，可知，随着转速的增加，油膜刚度和阻

尼的变化率均增加，且幅度越来越大，在接近的高

速时，将离心膨胀的因素考虑可提高计算的精度，

高速计算油膜的刚度和阻尼时，离心膨胀的因素

不应忽略。

图 10 16 000 r/ min转速下位置角为 0°的
滚珠的弹流润滑的膜厚图

Fig. 10 Film thickness diagram of elastohydrodynamic
lubrication with position angle 0° at
16 000 r/min rotation speed

图 11 考虑离心膨胀后二级轴承内圈接触载荷对比

Fig. 11 Contact load contrast of outer bearing inner
ring after consider of centrifugal expansion
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图 13 考虑离心膨胀后的双级串联轴承一、二级轴承

内圈接触的油膜阻尼对比

Fig. 13 Oil-film damping contrast of inner ring contact
between inner and outer layers of double-decker
ball bearing after consider of
centrifugal expansion

图 12 考虑离心膨胀后的双级串联轴承一、二级轴承

内圈接触的油膜刚度对比

Fig. 12 Oil film stiffness contrast of double-decker ball

bearing after consider of centrifugal expansion
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3 结 论

（1）随着转速的增加，双级串联轴承一、二级

轴承滚珠与内圈接触载荷和接触应力均逐渐减

小，与外圈接触载荷和接触应力均逐渐增大。考

虑离心膨胀后，由离心膨胀效应引起的载荷变化

率越来越大，由于转速分配的关系，二级轴承的接

触载荷变化比一级轴承变化小。

（2）考虑离心膨胀率后，油膜压力变化很小，

可忽略不计，但膜厚减小，油膜刚度增加，由于双

级串联轴承转速分配的原因，二级轴承的油膜刚

度变化率小于一级轴承，且油膜刚度大于一级

轴承。

（3）考虑离心膨胀后，随着转速的增加，油膜

阻尼减小，一级轴承的阻尼比二级轴承的要小。

低速时，离心膨胀效应可忽略，当 Dmn i 值接近

0.5× 106 mm ⋅ r/ min时，考虑离心膨胀的因素会

提高计算精度，但在 Dmn i > 0.5× 106 mm ⋅ r/ min
的场合，为双级串联轴承动态特性的准确分析和

计算，离心膨胀效应对双层轴承油膜刚度和阻尼

的影响不可忽略。
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