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基于曲率增广的智能车辆轨迹跟踪控制
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摘 要：设计了一种带转角补偿的曲率增广模型预测控制+比例积分控制器，以提高智能车辆

在非直线参考轨迹下的跟踪精度。首先，基于跟踪偏差车辆模型，将曲率作为增广量设计模型

预测控制算法，分析了曲率增广对控制器性能的影响。其次，利用李雅普诺夫直接方法获得保

证算法稳定的预测时域，计算了稳态误差，并设计了比例积分控制器补偿前轮转角以消除稳态

横向偏差。最后，进行了仿真分析，结果表明：本文所设计的控制器在保证稳定性和平顺性的

同时，可提高车辆轨迹的跟踪精度且收敛速度更快，在不同极限稳定条件下也能获得较好的控

制效果。
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Abstract：In order to improve tracking accuracy of intelligent vehicle under non-linear reference 
trajectories， a curvature augmentation model predictive control/propotional integral controller with front 
wheel angle compensation was proposed. First， based on tracking deviation vehicle model， model 
predictive control algorithm was designed by using curvature as augmentation state， and influence of 
curvature broadening was analyzed. Then， Lyapunov direct method was used to obtain predictive horizon 
that ensures algorithm stability， and system steady-state error was calculated. To eliminate steady-state 
lateral deviation， propotional integral controller was designed to compensate front wheel angle. Finally， 
simulation was conducted and results show that， the designed controller improves trajectory tracking 
accuracy and achieves better convergence rate， while ensuring stability and smoothness， and obtains good 
control effect under limit conditions.
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0 引  言

近年来，智能车辆在学术和应用层面都取得

了突破性进展，而轨迹跟踪是智能车辆实现自动

驾驶的关键技术［1］。轨迹跟踪是通过调节前轮转

角控制车辆跟踪参考轨迹［2］，稳定性、跟踪精度和

平顺性是其重要指标［3］。

当车辆在转弯或变道行驶时，参考轨迹曲率

变化对跟踪精度和平顺性影响较大。为此，一些

学者提出驾驶预瞄算法，提前预测因曲率产生的

偏差，并调节前轮转角，这种控制器需要设计复杂

的预瞄时间调节算法［4-6］。另外，一些学者通过前

轮转角补偿减小曲率对轨迹跟踪精度的影响，但

是补偿算法的工况适应能力不强［7-10］。此外，上

述两种方法无法解析表达曲率对前轮转角的影

响，可解释性差。

轨迹跟踪算法根据所使用的模型不同，可分

为无模型算法，如比例、积分和微分（Proportion⁃
al、Integral、Derivative，PID）控制［11］；基于几何关

系的算法，如纯跟踪和 Stanley［12，13］；基于动力学

模型的优化算法，如模型预测控制（Model predic⁃
tive control，MPC）和线性二次型调节器（Linear 
quadratic regulator，LQR）［7，8，14-16］。无模型算法鲁

棒性差，需要设计自适应控制器对算法参数进行

调节；基于几何关系的算法在中低速小曲率工况

有较好的跟踪效果，高速大曲率工况下性能变差，

并出现车辆失稳问题。在极限或紧急工况下，需

要采用优化算法［1，17］。

优化算法中，MPC 用于带约束的多变量/多
目标问题，设计过程考虑目标最优，在智能车辆轨

迹跟踪中应用较广［18，19］，包括线性 MPC 和非线性

MPC［16，20-24］。由于计算耗时、实验验证困难、系统

稳定性无法保证等原因，非线性 MPC 应用受限。

一般采用线性模型或者将非线性模型局部线性

化，利用线性 MPC 算法得到最优控制率，提高算

法的实时性［19，25，26］。

本文提出了一种带前轮转角补偿的曲率增广

MPC+比例积分（PI）控制器。首先，建立车辆二

自由度动力学模型，将曲率作为增广状态变量建

立状态空间方程，设计线性 MPC 算法，推导出曲

率和前轮转角的解析表达式，并进行定量分析。

然后，利用李雅普诺夫第一方法确定预测时域，以

保证算法稳定、量化稳态误差。为了解决稳态误

差不为零的问题，并联 PI 控制器以补偿前轮转

角，分析轨迹跟踪控制器的稳定性、稳态误差和动

态特性。最后，通过仿真验证了控制器的控制

效果。

1 基于 Frenet 坐标系的车辆二自由

度模型

根据单轨车辆模型（见图 1）沿 y 轴的受力平

衡及绕 z轴的力矩平衡可得：

ì
í
î

ïï
ïï

may = Fyr + Fyf cos δ f

Iφ̈ = Fyf cos δ f l f - Fyr l r

（1）

式中：m 为车辆质量；ay 为车辆质心绝对横向加速

度；Fyf、Fyr 为前、后轮受到的横向力；δ f 为前轮转

角；I为车辆绕 z 轴的转动惯量；φ̈ 为车辆横摆角加

速度；l f、l r 为前、后轴距质心的距离。

如图 1 所示，其中，OXY 为大地坐标系，oxy

为自车坐标系。

车辆质心绝对横向加速度 ay 与车辆在自车

坐标系下的横向速度 vy、纵向速度 vx 以及大地坐

标系下的横摆角速度 φ̇ 有如下关系：

ay = v̇y + vx φ̇ （2）
假设轮胎处于线性工作区，前、后轮的侧偏角

α f 和 α r 较小，且 δ f 较小，则有：

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

Fyf = 2Cαf α f

Fyr = 2Cαr α r

α f ≅ vy + φ̇l f

vx
- δ f

α r ≅ vy - φ̇l r

vx

（3）

式中：Cαf、Cαr 分别为前、后轮的单个轮胎侧偏

刚度。

图 1　单轨二自由度车辆模型及 Frenet坐标系

Fig. 1　Vehicle dynamic model and Frenet 
coordinate system
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将式（2）（3）代入式（1）整理可得单轨二自由

度车辆动力学模型为：
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ú- 2Cαf

m

- 2Cαf l f

I

δ f  （4）

式中：σ1 = 2( Cαf + Cαr )；σ2 = 2Cαf l f - 2Cαr l r；σ3 =
2Cαf l f

2 + 2Cαr l r
2。

假设车辆质心距参考轨迹最近点（投影点）的

距离为横向偏差 ed，质心的速度向量为 v，车辆航

向角为 θ，投影点的切线方向 T与大地坐标系 X 轴

夹角为 θ r，则有：

ėd = | v | sin ( θ - θ r ) （5）
车辆质心侧偏角 β 一般情况下较小，假设

φ - θ r 也为较小量，其中 φ 为车辆横摆角，则式

（5）可近似表示为：

ėd = vy + vx ( φ - θ r ) （6）
本文暂不考虑车辆的纵向控制，则 vx 为常

数，对式（6）求导可得：

ëd = v̇y + vx ( φ̇ - θ̇ r ) （7）
另外定义：

eφ = φ - θ r （8）
假设 θ̈ r 可忽略不计，则有：

ì
í
î

ïï
ïï

ėφ = φ̇ - θ̇ r

ëφ = φ̈
（9）

给定参考轨迹曲率 κ，有：

θ̇ r = vx κ （10）
令 状 态 变 量 x= [ ed ėd eφ ėφ ]

T
，控 制 量

u = δ f，联立式（4）（7）（9）（10），可得到 Frenet坐标

系下基于偏差和偏差导数的二自由度模型为：

ẋ= Ax + Bu + Dκ （11）

式 中 ： A=
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； B=
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m
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I

T

；D= é
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êêêê

ù
û
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m
- v2

x  0  σ3

I

T

。

式（11）选择的状态变量中，ed 和 eφ 可通过车

辆位姿及参考轨迹确定，而 ėd 和 ėφ 与 vx 及 vy 相

关，需要通过估计得到。

2 曲 率 增 广 MPC 控 制 器 设 计 及

算法

MPC 一般用于离散系统，首先，需要将式

（11）转换为固定采样频率的离散方程，假设采样

时间为 T，则有：

x ( k + 1 )= Āx ( k )+ B̄u ( k )+ D̄κ ( k ) （12）

式 中 ： Ā= ( )I-
AT

2

-1 ( )I+ AT
2 ； B̄=

( )I-
AT

2

-1

BT；D̄= ( )I-
AT

2

-1

DT。

对式（12）直接使用 MPC 会由于 D̄κ ( k )的非

线性导致计算负荷大幅度增加［3］。本文设计了曲

率增广 MPC 控制器，将曲率作为状态变量进行一

次增广，由于 MPC 具有预测功能，k 时刻只需增

广当前投影点的曲率。为了保证车辆稳定性和驾

乘舒适性，以控制增量 Δu（前轮转角增量）作为新

的控制量，进行控制量的二次增广。二次增广后

的状态变量 x͂= [ ed ėd eφ ėφ κ u ] T
，输出量

e= x= [ ed ėd eφ ėφ ]
T
，状态空间方程和输出

方程可表示为：

ì
í
î

x͂ ( k + 1 )= A͂x͂ ( k )+ B͂Δu ( k )
e ( k )= Cx͂ ( k )

（13）

式 中 ： A͂= é

ë
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01 × 5 I1 × 1

； B͂= é

ë
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； Â=
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úúúúĀ 4 × 4 D̄ 4 × 1

01 × 4 I1 × 1
；B̂= é

ë
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ù
û
úúúúB̄ 4 × 1

01 × 1
；C= [ I4 × 4 04 × 2 ]。

令：
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e ( k + N P )

ΔU ( k )=
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úΔu ( k )
Δu ( k + 1 )

⋮
Δu ( k + N C - 1 )

（14）

式中：e ( k + i ) 和 Δu ( k + j ) 分别为 k 时刻预测的

输 出 量 和 计 算 的 控 制 量 ，i = 1，2，⋯，N P，j =
0，1，⋯，N C - 1，其中，N P 和 N C 分别为 MPC 的预

测步长和控制步长。

E ( k )= Ψx͂ ( k )+ ΘΔU ( k ) （15）
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式中：Ψ= [ ]CA͂ CA͂2 ⋯ CA͂NC ⋯ CA͂NP
T
；

Θ=
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úCB͂ 04 × 1 04 × 1 04 × 1

CA͂B͂ CB͂ 04 × 1 04 × 1

⋮ ⋮ ⋱ 04 × 1

CA͂NC B͂ CA͂NC - 1 B͂ ⋯ CB͂
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

CA͂NP - 1 B͂ CA͂NP - 2 B͂ ⋯ CA͂NP - NC B͂

。

设计如下代价函数：

min J= ( E- E des )TQ ( E- E des )+
ΔU TRΔU （16）

式中：等号右边第 1 项为轨迹跟踪精度，由于状态

空间方程为偏差形式，系统输出的目标值 E des =
04NP × 1；第 2 项为车辆的平顺性；Q和 R分别为系

统输出和控制量的权重矩阵，Q为半正定矩阵，R

为正定矩阵。

后续分析假设 Q矩阵对角线的所有子矩阵

相同，记为 Q 1，R矩阵对角线的所有元素相同，记

作 r1，则有：
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0 0 0 w ėφ

（17）
式中：w ed、w ed、w eφ

、w eφ
分别为各输出量的权重系数。

将式（15）代入式（16），代价函数可表示成线

性二次型规划形式，为了保证迭代过程有最优解，

加入松弛因子 ρ。考虑转向时的稳定性和舒适

性，且为了避免控制量饱和，对前轮转角变化量和

前轮转角进行约束，最终的代价函数为：

ì
í
î

ïï
ïï

min
ΔU
J=[ ΔU；ε ]TH [ ΔU；ε ]+ G T [ ΔU；ε ]

st. ΔUmin ≤ ΔU≤ ΔUmax，Umin ≤ U≤ Umax

（18）

式 中 ：ε 为 加 入 松 弛 因 子 产 生 的 控 制 量 ；H=
é

ë
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êê
ê ù

û
úúúú

ΘTQΘ+ R 0
0 ρ

； G= é
ë
êêêê

ù
û
úúúú2ΘTQΨx͂ ( k )

0
； ΔUmin、

ΔUmax 为前轮转角增量的最小值矩阵和最大值矩

阵；U为控制时域内的前轮转角矩阵；Umin、Umax 分

别为前轮转角的最小值矩阵和最大值矩阵。

式（18）存在最小值的前提是 H矩阵为正定

矩阵。根据H的表达式可判断其为对称阵，当整

车和 MPC 控制器的参数确定，H仅与车速有关。

通过 H的一般表达式无法得到其特征值的解析

解，为了不失一般性，将车速从低速到高速的连续

工况离散化，分别选择车速为 3、10、20、30、40、50 
m/s 共计 6 个车速计算特征值，结果均大于 0，则
H正定，代价函数有局部最优解。由于约束均为

线性函数，局部最优解为全局最优解［27］。

不同车速下 H的第一个特征值相差较大，其

他特征值接近。通过相似度比较，车速为 3 m/s
和 50 m/s 条件下 H的相似度为 99. 12%；随着车

速升高，H趋向于相同，车速为 20 m/s 和 30 m/s
的相似度达到 99. 99%，因此，曲率增广 MPC 的

最优控制量主要取决于G矩阵。

下面分析曲率增广对控制器性能的影响。比

较仅进行控制量增广、曲率作为扰动项去除的

MPC 控制器（记作 MPC1）和本文设计的控制器

（记作 MPC2），假设两种控制器的 Q和 R相同，则

H相同，曲率增广不影响系统的可行性及收敛速

度；MPC2 的 G矩阵较 MPC1 多了曲率增广项（记

作 G κ），计算得到的最优控制量不同，即 G 2 =
G 1 + G κ，G 1 和 G 2 分 别 为 MPC1 和 MPC2 的 G

矩阵。

式（18）是一个带线性约束的凸优化问题。此

外，除了停车和掉头等特殊工况，实际道路半径远

大于车辆的最小转弯半径，控制量饱和的情况并

不经常发生［3］。根据 KKT 条件，约束条件的系数

λi = 0，i 代表第 i 个约束条件，MPC1 和 MPC2 的

式（18）的全局最优解 ΔU *
1 、ΔU *

2 满足以下条件：

ì
í
î

2HΔU 1
* + G 1 = 0

2HΔU 2
* + G 2 = 0

（19）

则有：

ΔU *
2 = ΔU *

1 - H-1G κ

2 （20）

MPC2 的 最 优 解 多 了 因 曲 率 增 广 出 现 的
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-H-1G κ

2 项，MPC 将计算的最优控制量矩阵的第

一个值施加到系统，则曲率增广补偿的前轮转角

Δuκ 可表示为：

Δuκ = - INC × 1H-1G κ

2 （21）

图 2 为不同曲率和车速下 Δuκ 的理论值，相同

曲率下，车速增加，Δuκ 变大；曲率增大，Δuκ 随着

车速增长的幅度变大。

3 曲率增广 MPC 的稳定性及 PI 控
制器的设计

前文仅通过部分车速下 H矩阵的特征值，分

析系统存在全局最优解，没有对一般情况下的稳

定性以及稳态误差进行说明。下面利用李雅普诺

夫直接方法证明算法的稳定性，给出稳定条件及

保证算法稳定的 N P 取值，通过分析系统平衡点确

定稳态误差。分析发现，曲率增广 MPC 的稳态横

向偏差不为零，为此设计 PI 控制器以减小稳态误

差、提高轨迹跟踪精度。

3. 1　曲率增广 MPC的李雅普诺夫稳定性分析　

定理  当满足以下条件，MPC 控制器渐近

稳定［28］：

（1）状态变量约束集合 XR ∈ X，且 0 ∈ XR。

（2）对 于 ∀x∈ XR，局 部 最 优 控 制 量 u =
kopt ( x )∈U，x为状态变量。

（3）对于 ∀x∈ XR，下一时刻的状态变量 x+ =
f ( x，kopt ( x ) )∈ XR。

（4）对于 ∀x∈ XR，F
*

( x，kopt ( x ) )+lN-1（x，kopt

（x））≤0。
其中，X、U分别为状态变量和控制量的约束

集；kopt ( · )为局部最优控制量表达式；f ( · )为离散

系统的状态空间方程；F ( · )= x T
N ΓN xN 为终端代

价；F
*

( · )为相邻两个预测时域的终端代价的变化

量；li ( · )= x T
i Γ i x i + Ω iu2

i 为预测时域内的阶段代

价；x *、u * 分别为预测时域内的状态变量和局部最

优控制量；Γ *、Ω * 分别为 x *、u * 的权重矩阵；i =
0，1，2，…，N - 1，N 为预测步长和控制步长。

证明  针对式（15）的状态空间方程，以式

（16）作为李雅普诺夫函数。假设预测步长和控制

步长相同，均为 N P，则李雅普诺夫函数可表示为：

V ( k )= x ( k + N P )TQ 1 x ( k + N P )+

∑
i = 0

NP - 1

( x ( k + i )TQ 1 x ( k + i )+

r1 Δu ( k + i )2 ) （22）
则 V ( k )正定。V ( k )的梯度为：

∇V ( k )= V ( k + 1 )- V ( k )=

F
*

( x ( k + 1 )，kopt ( x ( k + 1 ) ) )+
lNP - 1 ( x ( k + 1 )，kopt ( x ( k + 1 ) ) )-
l0 ( x ( k )，kopt ( x ( k ) ) ) （23）

如果条件（4）满足，则 ∇V ( k )负定，控制系统

渐近稳定。

u为待优化的控制量，条件（2）可以满足，而

其他 3 个条件成立一般需要将终端代价设为

零［25］，限制过于严格。大多数情况下，参考轨迹

的曲率连续变化，终端代价是终端约束内的连续

函数，当采样时间足够小，F
*

( · ) → 0。MPC 要求

预测时域不小于控制时域，且控制时域外的控制

量为零，因此，当预测时域边缘的跟踪偏差满足

x ( k + N P )TQ 1 x ( k + N P )- x ( k )TQ 1 x ( k )= -σ，
σ > 0 时，系统渐近稳定。

为了保证有一定的稳定裕度，本文选择：

x ( k+ N P )TQ 1 x ( k+ N P )= 0.7x ( k )TQ 1 x ( k )  （24）
3. 2　控制步长和预测步长的确定　

控制时域对轨迹跟踪精度的影响不大［19］，为

了减轻计算负荷，N C 取 3，此外，根据文献［29］，

N P 和 N C 满足：

2N C < N P < 3N C （25）
下面确定 N P 的取值。首先设置初始预测步

长 N Pini，并根据式（24）确定 N P 的取值范围，然后

结合式（25），根据控制器的性能要求和计算负荷

确定 N P。

定义 x ( k + i )TQ 1 x ( k + i )为 k 时刻预测时域

图 2　曲率增广项补偿的前轮转角

Fig. 2　Front wheel angle compensated by curvature
augmentation
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内的跟踪偏差代价，i = 1，2，⋯，N P。当整车参数

和地面附着系数 μ 确定时，跟踪偏差主要受车速

和参考轨迹曲率的影响，κ = 0. 01 m-1 为大曲率

轨迹的临界值［6］，图 3 为该曲率条件下，预测时域

内的跟踪偏差代价与车速的关系，其中，i 表示预

测时域内的第 i步。根据车辆稳定性条件，有：

v2
x κ ≤ μg （26）

式中：g 为重力加速度，取值为 9. 8 m/s2。

该曲率工况下的最高稳定车速为 28 m/s，为
了提高 N P 取值的鲁棒性，选择最高车速为 30 
m/s。首先，确定一个较大的初始预测步长 N Pini

以保证有满足式（24）的 N P 取值范围，车速为 30 
m/s 时，通过对比 N Pini 为 15 和 10 的跟踪偏差代

价，发现初始预测步长对偏差代价基本没有影响，

因此，本文将 N Pini 设为 15。图 3 中选取车速 10、
20、25、30 m/s 分别计算偏差代价，可以看出，当

车速不高于 20 m/s 时，预测时域末端的偏差代价

变大的幅度较小，N P 的取值范围较大，以 20 m/s
为例，满足式（24）的取值范围为 N P ≤ 14；随着车

速的加快，预测时域末端的偏差代价增大的幅度

变大，限制了 N P 的选择范围，当车速为 30 m/s
时，N P ≤ 8 可保证算法稳定。

车辆在行驶过程中的速度变化较大，利用上

述方法确定满足式（24）的 N P 取值范围不可行。

实际上，参考轨迹由轨迹规划层确定，轨迹跟踪过

程的曲率已知。在某曲率条件下，极限车速工况

确定的 N P 取值范围可以保证该曲率下极限车速

内所有工况的算法稳定。因此，确定某参考轨迹

下满足式（24）的 N P 取值范围的可行方法为：首先

确定轨迹曲率的最大值，然后确定该曲率下以极

限车速行驶时保证算法稳定的 N P 取值范围，该范

围即当前轨迹下满足稳定性要求的 N P 取值范围。

如果轨迹的最大曲率为 0. 01 m-1，保证算法稳定

的 N P 取值范围是 N P ≤ 8。
最后，确定 N P 的取值。预测时域较小，车辆

无法及时转向造成轨迹跟踪失败，预测时域增加，

系统的计算负荷较大，结合式（25），0. 01 m-1曲率

下的预测步长可选择为 8。
为了提高算法的实时性，可以将不同曲率下

的 N P 值存储在控制器中。

3. 3　曲率增广 MPC的稳态误差　

如果系统渐近稳定，可将 ẋ = 0 和曲率增广

MPC 计算的前轮转角 δMPC 代入式（11）得到稳态

误差。确定车辆参数和车速后，H为定常矩阵，G 2

与当前状态变量有关。假设初始前轮转角为零，

根据式（19），δMPC 可表示为包含偏差、偏差导数及

曲率的线性方程，即：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

δMPC = K̂× x̂

K̂= [ ]ked kėd keφ
k ėφ

kκ

x̂= [ ]ed ėd eφ ėφ κ
T

（27）

式中：k . 为各状态变量的系数。

计算得到的稳态误差 x s：

x s =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú1
ked

é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úL + mv2

x σ2

4Cαf Cαr L
+ keφ ( )l r +

mv2
x l f

2Cαr L
- kκ κ

0

-( )l r +
mv2

x l f

2Cαr L
κ

0
（28）

ėd、ėφ 的稳态误差均为零，ed 和 eφ 的稳态误差

不为零。当整车参数和车速确定时，eφ 的稳态误

差 (eφ) s
仅与曲率 κ 相关，当 κ 为零，(eφ) s

为零，随

着 | κ |增加，||
|||| (eφ) s

|
|
||||变大。根据 α r 的定义，有：

(eφ) s
= -( l r κ + α r )= -β （29）

因此，实际航向角偏差的稳态误差也为零。

横向偏差的稳态误差 ( ed )s 与 κ、ked、keφ
、kκ 相关，κ 的

影响与 (eφ) s
一样，| ked |增大，| ( ed )s |减小，但无法收

敛到零。( ed )s 为零需要匹配 keφ
和 kκ，这不是可行

的控制器设计方式。

图 3　车速对预测时域内的跟踪偏差代价的

影响及预测步长的选取

Fig. 3　Influence of vehicle speed on tracking 
deviation in prediction horizon and 
prediction step size selection
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3. 4　PI控制器的设计　

PI 算法可以消除稳态误差，能保证系统的响

应速度，且结构简单。为了进一步减小稳态横向

偏差，同时避免参数改变或其他不可测的扰动对

跟踪性能的影响，本文提出一种基于横向偏差的

PI控制器进行前轮转角补偿，即：

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

δPI = kP ed + k I∫
0

t

ed dt

δ f
* = δMPC + δPI

（30）

式中：δPI 为 PI 控制器补偿的前轮转角；kP 为比例

系数；k I 为积分系数；δ f
* 为总前轮转角。

本文所设计的控制器的整体结构如图 4 所

示，（X，Y）为车辆质心位置的大地坐标，（X r，Y r）

为质心在参考轨迹投影点的坐标。

4 曲率增广 MPC+PI控制器分析

下面对曲率增广 MPC+PI 控制器的稳定性

进行说明，并分析其阶跃输入稳态误差以及系统

动态特性。

4. 1　稳定性　

结合式（27）（30），可以得到最终施加到控制

对象的前轮转角为：

δ f
* = ( ked + kP ) ed + k I∫

0

t

ed dt +

kėd ėd + keφ
eφ + kėφ

ėφ + kκ κ （31）
将式（31）代入式（11），且仅考虑 B矩阵中非

零元素对应的行，化简得到的微分方程为：

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ëd = λed11 ed + λed12∫
0

t

ed dt + λed13 ėd +

λeφ11 eφ + λeφ12 ėφ + λκ1 κ

ëφ = λed 21 ed + λed 22∫
0

t

ed dt + λed 23 ėd +
λeφ 21 eφ + λeφ 22 ėφ + λκ2 κ

（32）

式中：λ ** 为化简得到的系数，由于篇幅限制，此处

省略具体表达式。

对式（32）进行拉普拉斯变换，假设初始条件

为零，则有：

( s3 - λed13 s2 - λed11 s - λed12 ) E d ( s )-
    ( λeφ11 + λeφ12 s ) sEφ ( s )= λκ1 sΚ ( s )
    ( s2 - λeφ 22 s - λeφ 21 ) sEφ ( s )-
    ( λed 23 s2 + λed 21 s + λed 22 ) E d ( s )= λκ2 sΚ ( s )

（33）

式中：E d ( s )、Eφ ( s )、Κ ( s )分别为 ed、eφ、κ 的拉普拉

斯变换。

根据式（33）可以得到曲率作为输入、横向偏

差或横摆角偏差作为输出的传递函数：

ϒd ( s )= E d ( s )
Κ ( s )

=

s ( λκ1 s2 + γκd1 s + γκd2 )
s5 + γd1 s4 + γd2 s3 + γd3 s2 + γd4 s + γd5

（34）

ϒφ ( s )= Eφ ( s )
K ( s )

=

λκ2 s3 + γκφ1 s2 + γκφ2 s + γκφ3

s5 + γφ1 s4 + γφ2 s3 + γφ3 s2 + γφ4 s + γφ5
（35）

式中：ϒd ( s )为横向偏差的传递函数；ϒφ ( s )为横摆

角偏差的传递函数；γ ** 为推导得到的系数，此处

省略具体表达式。

线性系统稳定的充分必要条件是其特征多项

式的所有根（即传递函数的极点）位于左半复数平

面［30］。式（34）（35）可以通过选择 kP 和 k I 保证上

述条件成立，曲率增广 MPC+PI控制器的稳定性

说明完毕。

4. 2　阶跃输入稳态误差　

阶跃输入下，输入曲率的拉普拉斯变换为：

Κ ( s )= κ
s

（36）

假设 ϒd ( s )的极点为 pd1、pd2、pd3、pd4、pd5，ϒφ ( s )
的极点为 pφ1、pφ2、pφ3、pφ4、pφ5，将式（36）代入式

（34）（35），并进行部分分式分解可得：

E d ( s )= ηd1

s - pd1
+ ηd2

s - pd2
+ ηd3

s - pd3
+

      ηd4

s - pd4
+ ηd5

s - pd5
（37）

Eφ ( s )= ηφ0

s
+ ηφ1

s - pφ1
+ ηφ2

s - pφ2
+ ηφ3

s - pφ3
+

ηφ4

s - pφ4
+ ηφ5

s - pφ5
（38）

式中：η 为分式分解得到的各项系数。

对式（37）（38）两边分别进行拉普拉斯逆变换

可得：

图 4　曲率增广 MPC+PI控制器的结构

Fig. 4　Structure of curvature augmentation MPC+PI
controller
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ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ed ( t )= ηd1 exp ( pd1 t )+ ηd2 exp ( pd2 t )+
   ηd3 exp ( pd3 t )+ ηd4 exp ( pd4 t )+
   ηd5 exp ( pd5 t )
eφ ( t )= ηφ0 + ηφ1 exp ( pφ1 t )+ ηφ2 ·
   exp ( pφ2 t )+ ηφ3 exp ( pφ3 t )+
   ηφ4 exp ( pφ4 t )+ ηφ5 exp ( pφ5 t )

（39）

由于 ϒd ( s ) 和 ϒφ ( s ) 的极点均位于左半复数

平面，则有：

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

lim
t → ∞

ed ( t )= 0

lim
t → ∞

eφ ( t )= ηφ0
（40）

加入 PI 控制器后，横向偏差的稳态误差为

零，横摆角偏差的稳态误差不为零，但实际跟踪过

程中考虑的是航向角偏差，确定 kP 和 k I 时，确保

ηφ0 与式（29）的横摆角偏差的稳态误差接近即可。

4. 3　动态特性　

对于式（34）（35）所示的高阶系统，分析其动

态特性比较困难，一般使用如下两个命题进行

化简［30］：

命题 1 如果传递函数的某一极点和某一零

点相距很近，则该极点和零点近似抵消。

命题 2 如果传递函数的某个极点距离原点

很远，则可忽略该极点的作用。

因此，通过选取 kP 和 k I，合理配置传递函数的

零点和极点，并利用命题 1 和 2 将式（34）（35）化简

为二阶系统，同时考虑阻尼系数对系统的影响，使

得控制器的动态特性在响应时间和超调量之间

折中。

5 仿真分析

曲率增广 MPC+PI 控制器的主要目的是提

高非直线轨迹下的跟踪精度。为了验证其控制效

果，选择曲率突变的 Fishhook 轨迹以及曲率连续

变化的双移线轨迹，设计了 4 种控制器，利用

Simulink 和 CarSim 联合仿真进行比较。4 种控制

器 分 别 为 预 瞄 MPC、曲 率 增 广 MPC、预 瞄

MPC+PI、曲率增广 MPC+PI。最后，利用双移

线轨迹验证了本文所设计控制器在不同地面附着

系数下的性能。预瞄 MPC 将参考轨迹曲率作为

扰动量去除，并选取车辆前方的点（预瞄点）作为

参考点计算跟踪偏差，确定算法输出的控制量，详

见参考文献［4］。

预瞄 MPC 的预瞄时间在 0. 016vx ∼ 0. 02vx

之间选择［4］，经过多次仿真，设置为 0. 017vx。仿

真 采 样 时 间 为 0. 01 s，Q 1 =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú1000 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

，

r1 = 500，ρ = 1 000，Fishhook 轨迹和双移线轨迹

的 N P 均为 8，N C 为 3。不同控制器比较时，地面附

着系数 μ 设为 0. 8。仿真采用的整车参数如表 1
所示，仿真结果的航向角偏差为 eφ + β。

5. 1　Fishhook轨迹　

Fishhook 轨迹用于分析控制器的阶跃输入响

应，车速为 20 m/s 时，车辆直线行驶 1 s 后进入曲

率为 0. 01 m-1 的弯道，仿真结果如图 5 所示。4 种

控制器的前轮转角变化趋势相近且都收敛到

0. 024 rad，预瞄 MPC+PI 控制器的波动幅度稍

大，如图 5（a）所示。

图 5（b）（c）分别为 4 种控制器的横向偏差和

航向角偏差。表 2 为均方根和进入弯道后稳定所

需的时间。车辆进入弯道，曲率突变，4 种控制器

都出现较大的横向偏差，带曲率增广 MPC 的两种

控制器的偏差值远小于另外两种控制器；随着前

轮转角的不断优化，偏差逐渐减小并收敛，仅曲率

增广 MPC+PI 控制器收敛到零。相较于预瞄

MPC 控制器，曲率增广 MPC 控制器的横向偏差

均方根降低了 80. 2%；加入 PI 控制器后，偏差均

减小。以曲率增广 MPC 控制器为例，加入 PI 控
制器之前的偏差均方根为 0. 005 8 m，加入后为

0. 001 3 m，下降了 77. 6%；相较于预瞄 MPC+PI
控制器，曲率增广 MPC+PI控制器的横向偏差均

方根降低了 91. 8%。

同样地，由于曲率突变，4 种控制器在车辆进

入弯道时出现较大的航向角偏差，随着控制器的

干预，偏差逐渐减小并收敛，稳定后均接近零；带

表 1　仿真用的整车参数

Table 1　Vehicle parameters for simulation

车辆参数

车辆质量 m/kg
前轴距质心的距离 l f/m
后轴距质心的距离 l r/m
车辆绕 z轴的转动惯量 I/（kg·m-2）

前轮侧偏刚度 Cαf/（N·rad-1）

后轮侧偏刚度 Cαr/（N·rad-1）

前轮转角约束 [ umin，umax ]/rad

前轮转角变化量约束 [Δumin，Δumax ]/rad

数值

1723
1.232
1.468
4175

-66900
-62700

[ - 0.348 8，0.348 8]

[ - 0.017 4，0.017 4]
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曲率增广 MPC 的两种控制器的峰值和波动均较

小，稳定值稍小；曲率增广 MPC 加入 PI 控制器

后，航向角偏差变化不大，曲率增广 MPC 控制器

的偏差均方根相较于预瞄 MPC 控制器下降了

68%；曲 率 增 广 MPC+PI 控 制 器 相 较 于 预 瞄

MPC+PI控制器下降了 56. 6%。

相较于预瞄 MPC 控制器，曲率增广 MPC 控

制器进入弯道后稳定所需的时间缩短了 47. 9%，

加入 PI控制器对算法的收敛速度影响不大。

质心横向加速度和质心侧偏角是衡量车辆稳

定性的重要指标。从图 5（d）（e）可以看出：4 种控

制器的稳定性指标接近，以曲率增广 MPC+PI控
制器为例，质心横向加速度的峰值和均方根分别

为 0. 429 m/s2 和 0. 362 m/s2，质心侧偏角的峰值

和均方根分别为 0. 039 rad 和 0. 023 5 rad，车辆稳

定性较好。
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图 5　Fishhook轨迹下的仿真结果

Fig. 5　Simulation results under Fishhook trajectory
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5. 2　双移线轨迹　

图 6为车速为 25 m/s时，双移线轨迹下的横向

偏差和航向角偏差的仿真结果，其均方根如表 3所

示。由于曲率连续，车辆进入弯道未出现较大的偏

差，随着曲率的增加，偏差变大，并在两个曲率峰值

点附近达到最大；曲率增广 MPC+PI控制器的横

向偏差最小，预瞄 MPC 最大；带曲率增广 MPC 的

两 种 控 制 器 航 向 角 偏 差 波 动 较 小 ；曲 率 增 广

MPC+PI控制器的两个偏差的均方根相较于预瞄

MPC+PI控制器分别下降了 36. 9% 和 36. 5%。

5. 3　不同地面附着系数下算法的性能　

为了分析本文设计的控制器在不同地面附着

系数下的性能，采用双移线轨迹，在冰雪路面

（μ = 0. 3）、潮湿的沥青路面（μ = 0. 6）和干燥的

沥青路面（μ = 0. 8）进行仿真，控制器能够稳定的

最高车速分别为 15、25、30 m/s。
控制器在 4 种不同工况下的横向偏差和航向

角偏差的均方根如表 4所示。结果表明：车辆在不

同的路面上以极限速度行驶时，控制器的控制效果

较好，以 μ 为 0. 3、车速为 15 m/s的工况为例，横向

偏差和航向角偏差的均方根分别为 0. 06 m 和

0. 013 rad；道路条件相同时，随着车速的升高，两个

偏差的峰值变大，波动加剧，均方根增加，μ = 0. 3
时，15 m/s车速下的横向偏差和航向角偏差的均方

根 相 较 于 10 m/s 分 别 增 加 了 167. 9% 和

175. 6%。

6 结　论

（1）本文针对参考路径曲率变化对车辆轨迹

跟踪精度的影响问题，设计了一种曲率增广 MPC

表 3　双移线轨迹下的横向偏差和航向角偏差的均方根

Table 3　RMS of lateral deviation and heading angle
deviation under double line shift trajectory

控制器

预瞄 MPC

曲率增广 MPC

预瞄 MPC+PI

曲率增广MPC+PI

横向偏差均方根/m
0.1441

0.0932

0.0947

0.0597

航向角偏差均方根/rad
0.0164

0.0136

0.0137

0.0087

图 6　双移线轨迹下的仿真结果

Fig. 6　Simulation results under double line 
shift trajectory

表 4　不同工况下曲率增广 MPC+PI 控制器的横向偏

差和航向角偏差的均方根

Table 4　RMS of lateral deviation and heading angle 
deviation of curvature augmentation MPC +
PI controller under different operating
conditions

工况

车速/（m·s-1）

10
15
25
30

附着系数

0.3
0.3
0.6
0.8

横向偏差均

方根/m
0.0224
0.06
0.1091
0.1277

航向角偏差均

方根/rad
0.0041
0.0113
0.0203
0.0234

表 2　Fishhook轨迹下的横向偏差和航向角偏差的

均方根及稳定时间

Table 2　Root mean square（RMS） and settling time of
lateral deviation and heading angle deviation
under Fishhook trajectory

控制器

预瞄 MPC
曲率增广 MPC
预瞄 MPC+PI
曲率增广 MPC+PI

横向偏差均

方根/m
0.0293
0.0058
0.0158
0.0013

航向角偏差

均方根/rad
0.00172
0.00055
0.00113
0.00049

稳定时

间/s
2.647
1.379
2.361
1.22

注：稳定时间是指车辆进入弯道后横向偏差和航向角偏差均

稳定（波动在稳定值±5% 范围内）的最长时间。
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算法，并分析了曲率增广对算法的影响。曲率增

广不影响算法的可行性和收敛速度，但可改变系

统的最优控制量。

（2）利用李雅普诺夫直接方法分析了算法的

稳定性，并提出基于参考轨迹最大曲率的极限车

速确定预测步长的方法。通过系统平衡点获得稳

态误差。针对稳态横向偏差不为零的问题，设计

了 PI控制器进行前轮转角补偿，合理选择 PI算法

的参数可保证曲率增广 MPC+PI控制器稳定，在

阶跃输入条件下该控制器消除了横向偏差的稳态

误差。

（3）通过 Simulink 和 CarSim 联合仿真验证了

算法的控制效果。本文所设计的控制器提高了轨

迹跟踪精度且收敛速度更快，相比预瞄 MPC+PI
控制器，本文所设计的控制器在阶跃输入下，横向

偏差和航向角偏差的均方根分别降低了 91. 8%
和 56. 6%，稳定时间缩短了 47. 9%；双移线工况

下 ，两 个 偏 差 的 均 方 根 分 别 降 低 了 36. 8% 和

36. 5%。此外，该控制器在不同的地面附着系数

和极限稳定车速下均能获得较好的控制效果。
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